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1 .  I n t roduc t i on and B a c kground 

A p r o b l em i n  sa fety r e s e a r c h  i s  how i n j u r y  d a t a  f r o m  a c c i d en t s ,  a n d  damage d a t a  
f r o m  l a b o ra t o r y  e x p e r i m e n t s ,  s h o u l d  b e  c o n c i s e l y  r e d u c e d  i n t o  a s i n g l e  d e s c r i p 
t i v e f o r m u l a .  W e l l  k n o w n  i s  t h e  u n c e r t a i n ty t h a t  c o m e s  f r o m  v a r i ab i l i t y o f  a s t a 
t i s t i ca l  n a t u r e  i n  b i o l o g i c a l  s u b j e c t s  a n d  i n  t h e  p h y s i ca l  c o u r s e o f  e v en t s  
p r o du c i n g i n j u r i e s a n d  dama g e s .  A l e s s  known s o u r c e  o f  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  
v i o l e n c e  a n d  l o a d i n g  d a t a  i s  t h a t  t hey m o s t  o f t e n  a r e  w h a t  sta t i s t i c i a n s  ca l l  
" c en s o r ed " . T h i  s c o m p l  i c a t e s  t h e  e s t a b l  i shment o f  a r e l a t  i o n  b e tween c a u s e  a n d  
effec t . T h e  p u r p o s e  o f  t h i s r e p o r t  i s  t o  d e sc r i be what c e n so r i n g i s  a n d  how c e n 
s o r e d  d a t a  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  a n a l yz e d . A f e w  examp l e s  a n d  p o s s i b l e  d e v e l o pmen t s  
a r e  p r e se n t e d . T h e  p r e s e n ta t i o n i s  s o m ew h a t  l e n g t hy b e c a u s e  w e  w a n t  t o  make t h e  
reader u n d e r s t a n d  h o w  t h e  m a t hema t i c s  w o r k .  W e  a l so w a n t  t o  i l l u s t r a t e  t h e  t y p e s  
of rea so n i n g t h a t  a r e  p o s s i b l e  w i t h t h e  a i d  o f  t h e  p r e s e n t e d  m o de l . W e  w i l l  emp l o y  
the b i omecha n i c a l  t e rm i n o l o gy p r o p o s e d  i n  r e f e r e n c e  < 1 > 1 • 

C e n s o r e d  data a r e  d a t a  t h a t  a re b i a s e d  i n  o n e  d i r e c t i o n o r  a n o t h e r . T h e  s i gn o f  
t h e  b i a s i s  k n o w n  b u t  n o t  t h e  magn i t u d e . T h i s com p l i c a t e s  t h e  a pp l i ca t i o n o f  c o n 
v e n t i o n a l  c o r r e l a t i o n a n d  r e g r e s s i o n  t ec h n i qu e s  s i n c e  t h e s e  m e t h o d s  a s s u m e  d a t a  
t o b e  f r e e  f r o m  b i a s .  

T h e  o c c u r r e n c e  o f  c e n s o red data i s  v e r y  c o mm o n  i n  b i omechan i c s .  T h e  rea s o n  i s  t h e  
n e e d  t o  c l a s s i fy t h e  i n j u r i e s  a n d  dama g e s  i n  a f e w  r e c o g n i z ed l e v e l s  i n  t h e  A I S  o r  
A D S  s c a l e s 2 • 

C o n s i d e r  a s  a n  examp l e  a n  e x p e r i m e n t a l  t e s t  s e r i e s w h e r e  a g r o u p  o f  human 
s u b s t i t u t e s  a r e  e x p o s e d  t o  a r a n g e  of dyn a m i c l o a d i n g s , wh i ch a r e  mea s u r e d  a s  
mecha n i c a l  p e a k  f o r c e s . T h e  t e s t  sp e c i m e n s  a r e  c a r e f u l l y  exam i n ed f o r  b o n e  
f r a c t u r e s .  T h e  a c t u a l  f o r c e  i n  e a c h  p a r t i c u l a r  c a s e  w i l l  p r o b a b l y  n o t  b e  o f  
s u c h  a magn i t u d e  t h a t  i t  exa c t l y  w o u l d  c a u s e  j u s t  a b a r e l y  o b s e r v a b l e  f r a c 
t u r e . A l l  f o r c e  d a t a  h a v e  t o  b e  a s s i g n e d  t o  e i t h e r  o f  t w o  g r o u p s .  O n e  g r o u p  
c o n s i s t s  o f  t h e  exp e r i m e n t s  w h e r e  t h e  f o r c e s  h a v e  b e e n  t o o  l o w t o  c a u s e  a 
f r a c t u r e . T h e  o t h e r  g r o u p  c o n t a  i n s t h o s e  ex p e r i  m e n t s  w h e r e  f r a c t u r e s  a r e  
d e t ec t e d . I n  t h e  l a t t e r  g r o u p  t h e  f o r c e s  h a v e  b e e n  s u f f i c i e n t ,  a n d  p r o ba b l y  
even e x c e s s i v e l y  s o ,  f o r  t h e  c a u sa t i o n o f  f r a c t u r e s . T h e r e f o r e  each g r o u p  n o w  
c o n s i s t s  o f  d a t a  wh i ch a r e  c e n s o r e d  i n  e i t h e r  d i r e c t i o n .  

O u r  a t t e n t i o n t o  t h e  p r o b l em w i t h c e n s o r e d  data h a s  b e e n  r a i s e d  by d i s c u s s i o n s  
w i t h i n  t h e  I S O I T C 2 2 1 S C 1 2 1 W o r k i n g  G r o u p  6 .  T h e  t a s k  f o r  t h a t  g r o u p  i s  r e l a t e d  t o  
r o a d  v eh i c l e  c r a s h  t e s t i n g a n d  t o  " P e r f o rma n c e  C r i t e r i a  E x p r e s s e d  i n  B i omechan i 
c a l  T e r m s " . S e v e r a l  a p p r o a c h e s  t o  t h e  t r ea t m e n t  a n d  a n a l y s i s o f  c e n s o r e d  b i o m e 
cha n i ca l  d a t a  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  by b i omechan i c a l  a n d  t r a f f i c  safety r e sea r c h e r s  
< 3 >  < 5 >  < 7 >  < 8 >  < 9 >  < 1 3 >  < 1 4 > . H o b o dy seem s ,  howe v e r , t o  h a v e  p r e s e n t e d  a n  u n a m b i 
gou s l y  sat i s f a c t o r y  met h o d . K n ow i n g t h a t  c e n s o red data a r e  a d v a n t a g e o u s l y  h a n d l ed 
by the Max i mu m  L i k e l i ho o d  M e t h o d  - f i r s t  p r e s e n t e d  by S i r R o n a l d  F i s h e r  < 4 >  - w e  
have p r e p a r e d  t h i s r e p o r t  t o  d e sc r i b e  t h e  m e t h o d  t o  t h e  b i omechan i ca l  c o mmu n i ty .  
W o r k e r s  i n  o t h e r  t ec h n i ca l  a r e a s ,  s u c h  a s  ex p l o s i v e s  t e st i n g o r  t o x i c o l o gy o r  
r e l i a b i l i ty e n g i n e e r i n g ha v e  a l so f a c e d  t h i s p r o b l em a n d  ha v e  w o r k ed w i t h s o l 
u t i o n s  s i m i l a r  t o  what i s  p r e s e n t e d  h e r e . A r e a da b l e  sh o r t  s u r v e y  i s  r e f e r e n c e  
< 1 1 > .  A n  a dd i t i o n a l  s o u r c e  c o n ta i n i n g s o m e  w o r k s h e e t s  a n d  f o rmu l a s  i s  c h a p t e r  1 0  
i n  r e f e r e n c e  < 1 0 > .  

2 H u m b e r s  w i t h i n  < > r e f e r  t o  a ! i s t o f  r e f e r e n c e s  a t  t h e  e n d  o f  t h e  r e p o r t . 
A D S  = A b b r e v i a t e d  Damage S e v e r i ty ,  s e e  r e f e r e n c e  < l > . 
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2 .  The Max i mum L i ke l i hood Method 

W e  w i l l  p r e s e n t  a known s t a t i st i ca l  m e t h o d  for the t r e a t m e n t  o f  c e n s o r e d  da t a .  
T h e  m e t h o d  s h o u l d  b e  g e n e r a l l y  a p p l i ca b l e  t o  a w i de r a n g e  o f  b i omechan i ca l  i n t e r 
e s t s  a n d  s t u d i e s . F o r  c o n v en i en c e  w e  w i l l  d e sc r i b e  t h e  m e t h o d  i n  t e r m s  o f  t h e  
h y p o t h e t  i c a l  l a b o r a t o ry ex p e r  i m e n t  i n  t h e  a b o v e  i n t r o d u c t  i a n .  B u t  t h e  m e t h o d  
m i ght e q u a l l y  w e l l  be a p p l i ed t o  a c c i d e n t  data , o r  a n y  o t h e r  c a u s e - ef f e c t  a n a l y
s i  s i n v o l v i n g c e n s o r e d  da t a .  T h e  i n t e r e s t e d  r ea d e r  can e a s i l y  t r a n s f o r m  t h e  t ex t  
t o  f i t  h i s  o r  h e r  p a r t i cu l a r  a n a l y s i s .  

Sign i f  icont 
domoge 

Non-
s ign i f icont 

domoge 

F i g u r e  1 .

„ -

„ „ . . . .  „ 

5 
Expe r i m e n t a l  d a t a  

„ • • 

l oadin9 
1 0 1 5  kN 

F i g u r e  1 i s  a p l o t  o f  a s e r i e s o f  t yp i ca l  e x pe r i men t a l  d a t a . F o r  l ow l o a d i n g s  a l l  
exp e r i m e n t s  g a v e  a n o n- s i g n i f i c a n t  r e s po n s e ,  wh i l e v e r y  h i gh l oa d i n g s  a l w a y s  g a v e  
s i gn i f i ca n t  damage r e s po n s e .  I n  t h e  m i d - r a n g e  t h e r e  i s  o b v i o u s l y  s o m e  randomn e s s  
i n v o l v e d .  H e r e  i t  w o u l d  b e  d i ff i c u l t  t o  p r e d i c t  t h e  o u t co m e  o f  a n y  s i n g l e  e x p e r 
i m e n t , b u t  a c o a r s e  s t a t em e n t  w o u l d  s a y  t h a t  t h e r e  i s  a b o u t  a f i f t y  p e r  c e n t  r i s k 
f o r  a f r a c t u r e  t o  o c c u r .  

R isk for ->1Jnifica11I darna3e 
100% 

50 % 

L oading 
5 1 0  1 5  kN 

F i gu r e  2 .  R i sk v s .  l o a d i ng 

F i gu r e  2 i s  a u s e f u l  a n d  c o n c i se g r a ph i c  p r e s e n t a t i o n o f  t h i s i n f e r r e d  r i sk f o r  
dama g e .  I t  r i  s e s  f r o m  z e r o  t o  o n e  h u n d r e d  p e r  c e n t  o v e r  t h e  range o f  l o a d i n g s .  
M a t hemat i c a l l y  t h e  c u r v e  i s  a " cu mu l a t i v e f r e q u e n c y  d i s t r i bu t i o n " . O u r  s t a t i s 
t i c a l  m e t h o d  w i l l  em p l o y  a l l  t h e  r ec o rded data t o  a r r i v e a t  t h e  best p o s s i b l e  r e p
r e s e n t a t i o n  o f  t h e  exp e r i m e n t a l  t e s t  se r i e s .  I f  o n e  da r e s  t o  g e n e ra l i ze f r o m  t h e  
o b s e r v a t i o n s ,  o n e  m i g h t  u se t h e  c u r v e  a s  a p r o b a b i l i ty c u r v e  a n d  a s  a p r ed i c t i o n 
t o o l .

2 . 1  A s s u mpt i o n s :  T h e  fo l l ow i n g a s sumpt i o n s  a r e  m a d e  c o n c e r n i n g t h e  expe r i m e n t  a n d  
t h e  d a t a . 

• A p o p u l a t i o n o f  p o s s i b l e  l a b o r a t o ry t e s t  s pe c i m e n s  i s  a s sumed t o b e  d e f i nea
b l e .
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• Each s p e c i men i s  expo s e d  t o  a c e r t a i n  l oa d i n g  f r o m  e x t e r n a l  phy s i c a l  f o r c e s
du r i n g t h e  c o u r s e  o f  a l a b o r a t o ry exper i me n t .  A l l  l o a ci i n g f o r c e s  a r e  m e a s 
u r e d  a n d  e x p r e s s e d  i n  t h e  s a m e  way f o r  t h e  who l e  p o p u l a t i o n ,  a n d  a l l  o b s e r v a 
t i o n s  a r e a s s i g n e d  t h e  s a m e  w e i ght . O e p en d i n g  u p o n  t h e  c i r c u m st a n c e s ,  t h e
magn i t u d e s  o f  t h e  l oa d i  n g  e x p o s u r e s  may b e  m o r e  o r  l e s s  c o n t ro l l a b l e  i n
a d v a n c e  by a n  e x p e r i m e n t e r .

• Each s p e c i men i s  exam i n e d  f o r  dama ges r e s u l t i n g  f r o m  t h e  expo s u r e  t o  t h e
r e c o r d e d  l oa d i n g .  T h e  exam i n a t i o n  r e su l t s  i n  a n  a c c u r a t e  r e c o r d o f  m i n o r  a n d
ma j o r  dama g e s . H e r e ,  w e  r e d u c e  t h e  c o n t e n t s  o f  t h a t  r e c o r d  t o  a s i  n g l e
b i - l e v e l  r e s p o n s e  c l a s s i f i ca t i o n :  s i gn i f i c a n t  o r  n o n - s i g n i f i c a n t  dama g e . T h e
c r i t e r i o n f o r  s i gn i f i c a n c e  i s  d ef i n e d  by t h e  a na l y s t ,  a s  r e qu i red by t h e  g o a l
o f  t h e  i n v e s t i ga t i o n .

• T h e  v u l n e r a b i l i ty o f  t h e  s p e c i m e n s  i s  s u c h  t h a t  t h e  r i s k f o r  s i gn i f i ca n t  dam
a g e s  i s  h i g h e r  when the l o a d i n g  i s  h i g he r .  The a c t u a l  l o a d i n g  i n  each p a r t i c
u l a r  c a s e  i s ,  howev e r ,  s e l d o m  o f  such p r e c i  se magn i t u  de t h a t  i t exa c t l y
c a u s e s  a b a r e l y  s i gn i f i ca n t  dama g e . O n  t h e  c o n t r a r y ,  i n  m o s t  c a s e s  t h e  l o a d
i n g e x p o s u r e  i s  e i t h e r  t o o  sma l l  o r  t o o  e x c e s s i v e  f o r  t h e  c a u sa t i o n  o f  a s i g
n i f i ca n t  dama g e .  C o n s e q u e n t l y  a l l  l oa d i n g  mea s u r e s  a r e  c e n s o r e d . 

2 . 2  N o t a t i o n s :  M a t hema t i c a l  n o t a t i o n s  f o r  t h e  a b o v e  a s s u m pt i o n s  a n d  f o r  s o m e  u se 
f u l  a i d s a r e  a s  f o l l o w s :  

• z i s  t h e  l o a d i n g v a r i a b l e  w i t h s o m e  s p ec i a l  v a l u e s :  v i s  t h e  r e c o r ded l o a d i n g 
t o  e a c h  spec i men , V i s  t h e  s e t  o f  a l l  t h e  r e c o r d e d  l o a d i n g s ,  a n d  x i s  t h e
" t h r e sho l d " l oa d i n g  t h a t  j u st b a r e l y  wou l d  r e s u l t  i n  a damage c l a s s i f i e d a s
s i g n i f i c a n t  t o  e a c h  s p e c i me n . 

• T h e  n o n - s i gn i f i ca n t  dama g e s  a r e  i n dexed = 1 2 . . n 

• T h e  s i g n i f i ca n t  dama g e s  a r �  i n dexed j = 1 2 m 

• K i s  a pa ramet e r ,  o r  a s e t  o f  pa ramet e r s

• P C e v e n t )  i s  t h e  p r o b a b i l i ty f o r  a pa r t i c u l a r  e v e n t  t o  o c c u r

• L i s  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n .  I t  i s  t h e  p r o d u c t  o f  a l l  t h e  I n dependent i n d i 
v i d u a l  p r o b a b i l i t i e s i n  a c o m p l e x  a r ra n gemen t .

• F C z ; K ) ,  o r  sho r t e r :  F ( z ) ,  i s  a n  a rb i t ra ry c u mu l a t i v e f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n .
S i n c e  z h e r e  s ha l l  r e p r e s e n t  t h e  l o a d i n g t o  a t e st sp e c i m e n ,  z c a n  o n l y  a s s u m e
v a l u e s  g r e a t e r  than z e r o . K i s  a set o f  param e t e r s  t ha t  a f f e c t  t h e  s h a p e  a n d
l o ca t i o n o f  t h e  d i st r i b u t i o n .  I n  t h i s c a s e  K w i l l  h a v e  s u c h  v a l u e s  t h a t
F C z ; K )  i s  de f i n e d  w i t h i n t h e  z i n t e r v a l  f r o m  z e r o  t o  p l u s  i n f i n i t y .

• W ( z ; K ) ,  o r  sho r t e r :  W ( z ) , i s  t h e  n o t a t i o n f o r  a s p e c i a l  c a s e  o f  F C z ; K ) .  I t  i s
t h e  W e i b u l l  cumu l a t i v e f r e q u e n cy d i st r i b u t i o n w i t h  o n e  v a r i a b l e  a n d  t h r e e
p a r a me t e r s :

-(�:::tf 
W C z ; K >  = W C z ; a, p , )' >  = 1 - e ex 

A summary o f  t h e  p r o p e r t i e s o f  t h e  We i bu l l  f u n c t i o n i s  p l a c e d  i n  a n  A p p en d i x 
a t  t h e  end o f  t h i s repo r t . 

• Q ( z ; K )  i s  t h e  h a z a r d  i n t en s i ty f u n c t i o n ,  d ef i n e d  a s :

Q C z ; K )  = 
fz 'vJ (z.; K)

1 -\N(Z; K)
I t  c a n  be shown < 6 >  t h a t  a c o n st a n t  v a l u e  f o r  Q ,  i n de p e n d e n t  o f  z ,  c o r r e s p o n d s  
t o  a ß v a l u e  e q u a l  t o  1 .  I f  Q ( z ; K ) i n c r e a s e s  w i t h z ,  t h e n  � i s g r e a t e r  t h a n  1 .

2 . 3  T h e  P r o ba b i l i ty o f  t h e  O b se r va t i o n  S e t : A s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  t h e  c o n c l u s i o n  
f r o m  each s i n g l e  exper i m e n t  c a n  o n l y  b e  t h a t  t h e  r e c o rded l o a d i n g ha s b e en t o o  
exc e s s i v e o r  t o o  sma l l  f o r  t h e  c a u s a t i o n o f  a s i g n i f i ca n t  dama g e . H o w ev e r ,  e a c h  
expo s u r e  o f  a s p e c i me n  t o  a l o a d i n g c a n  b e  rega rded a s  o n e  s t a t i s t i ca l  exp e r i m e n t  
w i t h a r e s p o n s e  C i  . e .  dama g e  c l a s s i f i ca t i o n )  t h a t  i s  d e t e r m i n ed by a p r o ba b i l i t y 
mecha n i sm .  A c o l l ec t i v e t r e a t m e n t  o f  a l l  t h e  p r o b a b i l i s t i c  r e s p o n s e s  w i l l  g i v e 
t h e  b e s t  o v e r a l l  ciesc r i p t i o n o f  t h a t  damage v s .  l oa d i n g mechan i srn .  
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T e n t a t i v e l y w e  den o t e  t h e  m e c ha n i sm s i m p l y  w i t h t h e  a i d  o f  t h e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n 
f ( z ; K ) , d e p i c t e d  i n  f i g u r e  2 o n  p a g e  2 .  W i t h P ,  K ,  v a n d  x d ef i n e d  a s  a b o v e ,  t h e  
p r o ba b i l i ty f o r  a s i gn i f i ca n t  damage r e s p o n s e  o f  e a c h  e x p e r i m e n t  i s  w r i t t e n : 

P C s i gn i f i ca n t  dama g e ,  g i v e n  v )  = F C v ; K >

o r ,  s i n c e  x < =  v i mp l i e s a s i gn i f i ca n t  dama g e : 

P C x  < =  v )  = F C v ; K )

T h e  d a t a  f o r  t h e  o b se r v e d  s i g n i f i ca n t  damage r e s p o n s e  exp e r i m en t s  g i v e :  

P C x j  < =  v j )  = F C v j ; K > ; m p r o b a b i l i ty e x p r e s s i o n s  

C o r r e s p o n d i n g l y ,  f o r  e a c h  o f  t h e  n o n - s i gn i f i ca n t  damage expe r i m e n t s  w i t h t h e i r 
c o m p l em e n t a ry r e s p o n s e s ,  we g e t  

P C x i  > v i ) = 1 - F C v i ; K ) ; n p r o b a b i l i ty e x p r e s s i o n s  

T h e  m + n p r o b a b i l i t i e s ,  c o n t a i n i n g a l l  t h e  c e n :rn r e d  data , a r e  n o w  t r e a t e d  
a c c o r d i n g t o  t h e  Max i mum L i k e l i h o o d  M e t h o d .  T h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n L f o r  t h e  
e n t i r e t e st se r i e s i s : 

L < v l  v 2  v 3  . .  v j  v i  . .  vm v n )  = L C V )  = IT P ( v )

L C V )  = L C V ; K ) = TI F C v j ; K ) )  lE n C l - F C v i  ; K ) )

T h e  l i k e l i ho o d  f u n c t i o n  L i s  t h u s  d e p e n d e n t  o n  t h e  r e c o r d e d  d a t a  s e t  V a n d  o n  t h e  
y e t  u n d e t e r m i n e d  d i s t r i bu t i o n f u n c t i o n f ( z ; K ) .  H o w  o u r  n ex t  c o n c e r n  i s  n o t  t h e  
a b s o l u t e  m a g n i t u cl e  o f  L ,  b u t  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  a s u i t a b l e  s e t  o f  v a l u e s  f o r  K t o  
p r o v i de a max i mum f o r  L .  

Symbo l i ca l l y ,  t h i s m a x i mum i s  a n a l y z e d  a s  fo l l o w s .  T h e  f i r s t  d e r i va t i v e  d l / cl K  
a n d  i t s r e l a t i o n t o  a ma x i mum i s  s t u d i ed i n  t h e  u su a l  m a n n e r .  T r ea t i n g  V a s  c o n 
sta n t s  a n d  K a s  va r i a b l e s ,  t h e  e q u a t  i o n  

0 = d� L C  V ;  K )

w i l l  g i v e v a l u e s  f o r  K w h i c h d e p e n d  o n  t h e  r e c o r d e d  cl a t a  V .  T h a t  s e t  o f  r o o t s  t o  
t h e  equ a t i o n  w h i c h  y i e l d  a max i mu m  L i s  d e n o t e d  R .  l t  w i l l  g i v e t h e  l a r g e s t  p o s s i 
b l e  c r e d i b i l i ty t o  t h e  e x pe r i m e n t a l  data . T h e  p r o b a b i l i t y m e c ha n i sm w h i ch b e s t  
f i t s  t h e  o b s e r va t i o n s  i s  t h e n  w r i t t e n : 

P C s i g n i f i ca n t  dama ge , g i v e n  a l o a d i n g z )  = F C z ; f ) 

2 . 4  A P ra c t i ca l  S o l u t i o n :  What rema i n s  n o w  i s  t o  f i n d  a s u i t a b l e  e x p r e s s i o n f o r  F ,  
w h i c h  c a n  c o v e r  many po s s i b l e  m o cl e s  o f  c u mu l a t i v e d i st r i bu t i o n s .  O n e  g o o d  c ho i c e 
i s  t h e  W e i b u l l  d i s t r i bu t i o n  w h i c h  h a s  t h e s e  p o s s i b i l i t i e s a n d  a l s o some o t h e r  
i n t e r e s t i n g f e a t u r e s  ( se e  t h e  A p p e n d i x ) .  A l t e r n a t e  d i s t r i bu t i o n c h o i c e s  w i l l  b e  
d i s c u s s e d  l a t e r . R e p l a c i n g F C z ; K )  b y  W C z ; K >  a n d  u s i n g  t h e  sho r t  n o t a t i o n W C z )  
g i v e s :  

u v ; K > = u v ; C{, 13 ,  � > = rr w ,  v j ) )  * n , 1 - w ,  v i ) ) 

T h e  c a l c u l a t i o n s  b e c o m e  somewhat s i m p l e r  by t a k i n g t h e  n a t u r a l  l o ga r i thm o f  b o t h  
memb e r s  o f  t h e  e q u a t i o n .  T he l i k e l i ho o d  L h a s  i t s max i mum s i m u l ta n e o u s l y  w i t h 
l n C L > .

1 n ( L C  V ; 0(, � , � ) ) = r 1 n w ( V j ) + [ 1 n ( 1 - w ( V i ) ) 

T h i s equ a t i o n  c o n t a i n s t h e  set o f  r e c o r d e d  l o a d i n g s  V a n d  i t  a l s o c o n t a i n s  t h e  
t h r ee u n d e t e r m i n e d  p a r a m et e r s  � ,  ß a n d  � ·  wh i c h we f o r  t h e  m o m e n t  t r eat a s  va r i 
a b l e s .  I n s t ea d  o f  p r o c e e d i n g by t a k i n g t h e  t ra d i t i o n a l  d e r i v a t i v e s  a n d  so l v i n g  
t h e  r e su l t i n g  t h r e e  s i mu l ta n e o u s  e q u a t i o n s  f o r  t h e  p a r a m e t e r  s e t  K ,  a c o n v e n i e n t  
a l t e r n a t e  w a y  i s  p o s s i b l e .  C o m p u t e r p r o g r amme p a c k a g e s  a r e  n o w a d a y s  a v i l a b l e  f o r  
t h e  so l v i n g  o f  max i mum p r o b l em s .  W e  h a v e  emp l o yed t h e  H A G  s u b r o u t i n e p a c k a g e  
< 1 2 > ,  w h i c h  cl i r e c t l y  s e e k s  a n u m e r i c a l  m a x i mum f o r  l n ( L )  a n cl  r e p o r t s  t h e  v a l u e s  
f o r  a, � a n d  y w h i c h  a r e  a s s o c i a t e d  t o  t h a t  max i mum . 

T h e  r o o t s  - c o r r e s p o n cl i n g  t o  K i n  t h e  p r ev i o u s  se c t i o n - a r e  d e n o t e d  by ä, ß a n d  i 
a n d  i n s e r t e d  i n  t h e  W e i b u l l  f u n c t i o n ,  wh i ch n o w  i s  a g o o d  a n cl  c o n c i s e r e p r e s e n 
t a t i o n o f  t h e  e x pe r i m e n t a l da t a :  
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P C s i gn i f i ca n t  dama g e ,  g i v e n  a l o a d i n g  z ) = W C z ; <i,ß , y J 

An exper i me n t e r  n e e d s  o f  c o u r s e  n o t  g o  t h r o u g h  a l l  t h e  f o rm a l  s t e p s  a b o v e  i n  h i s 
r o u t i n e a n a l y s i s .  T h e  f o r m u l a s  a r e  c o n v e n i en t l y  p r o g r ammed i n t o  a n e a r b y  c o m p u t 
e r ,  t o g e t h e r  w i t h  a s u i t a b l e  st a t i s t i ca l  p r o g ramme p a c k a g e .  

3 .  Mathema t i c a l  and s t a t i s t i ca l  commen t s  

T h i s s e G t i o n w i l l  p r e se n t  a n d  d i s c u s s  s o m e  t ec h n i ca l  c o mm e n t s  a n d  d e v e l o pm en t s  t o  
t h e  p r ev i o u s l y · d e r i v e d  c u m u l a t i v e f u n c t i o n .  T h e  f i r s t  s u b s ec t i o n s  a d d r e s s  pa r 
t i c u l a r l y  t h e  We i b u l l  d i s t r i b u t i o n a n d  i t s f e a t u r e s .  T h e  l a t e r  o n e s  a r e  o f  a m o r e  
g e n e r a l n a t u r e .  S o m e  f u r t h e r  c o mme n t s  a r e  a l s o i n c l uded i n  t h e  A p p l i c a t i o n s  s e c 
t i o n .  S o m e  commen t s  a r e  s t r a i g h t f o rwa r d ,  o t h e r s  a r e  m o r e  t e n t a t i v e a n d  i n t e n d e d  
t o  i n d i ca t e  w h a t  a d e e p e r  a n a l y s i s m i g h t  g i v e i f  t h i s m e t h o d  i s  dev e l o p e d  a n d  
t e s t e d  w i t h m o r e  a c t u a l  b i o m e c ha n i ca l  da ta . 

3 . 1  A l t e r n a t e  D i s t r i b u t i o n s :  T h e  p r e s en t ed s o l u t i o n i s  l i m i t e d  t o  what i s  p o s s i 
b l e  t o  m o d e l  w i t h  a W e i b u l l  f u n c t i o n .  B u t  s i n c e  i t s t h r e e  p a r a m e t e r s  p r o v i de a 
w i de f l ex i b i l i t y ,  we w i l l  g e t  a s o l u t i o n n o t  f a r  f r o m  t h e  i de a l  o n e .  O t h e r  d i s 
t r i bu t i o n s  than t h e  W e i bu l l  m i ght g i v e  s t i l l  somewhat h i g h e r  v a l u e s  f o r  t h e  l i k e 
l i ho o d  f u n c t i o n L .  T h e  s h a p e  o f  t h e  W e i bu l l  d i s t r i bu t i o n m a y  s e r v e  a s  a n  i n i t i a l  
i n d i ca t i o n f o r  a s e l e c t i o n o f  a l t e r n a t e  d i s t r i b u t i o n s  ( e . g . n o rma l , l o g n o rma l ,  
gamma , ex t r em e  v a l u e )  t o  r e p l a c e  F C  z ;  K )  i n  t h e  s e a r c h  f o r  a ma x i  m i  z e d  L .  H e l 
s on < l l >  m e n t i o n s  t h e  p o s s i b i l i t y t o  det e rm i n e a n o n - p a ramet r i c  d i s t r i bu t i o n .  T h e  
p o s s i b i l i ty o f  f i t t i n g  t h e  sum o f  two d i s t r i bu t i o n s  m i g h t  a l so b e  c o n s i d e r e d  i f
t h e r e  a r e  phy s i ca l  i n d i ca t i o n s  f o r  t h i s .  

3 . 2  C o n s t ra i n t s :  I n  o r d e r  t o  a v o i d  phys i ca l l y  amb i g o u s  s o l u t i o n s ,  s o m e  c o n 
s t r a i n t s  a r e  n e c e s s a r y  du r i n g t h e  s e a r c h  f o r  t h e  ma x i mum L .  O bv i o u s  a r e  t h e  t r i v 
i a l r e qu i r e m e n t s  t h a t  � a n d  � sha l l  b e  g r e a t e r  t h a n  z e r o , a n d  t h a t  y s ha l l  b e  
e q u a l  t o  o r  g r e a t e r  t ha n  z e r o . Howev e r ,  s o m e  p h y s i ca l  r e a s o n i n g c a n  l ea d  u s  f u r 
t he r .  

A rea s o n a b l e  a s su m p t i o n i s  t ha t  t h e  r i s k f o r  a s i g n i f i ca n t  damage i s  r e l a t i v e l y  
g r e a t e r  i n  a n  i n t e r v a l  f r o m  e . g .  1 0  t o  1 1  l o a d i n g u n i t s  t h a n  i n  a n  i n t e r v a l  f r o m  5 
t o  6 l oa d i n g  u n i t s .  T h i s i s  equ i v a l en t  t o  t h e  s t a t em e n t  t h a t  the haza r d  i n t e n s i ty 
Q ( z )  i s  i n c r ea s i n g ,  wh i c h a l so i m p l i e s p > 1 .  T h i s i s  a l s o a su i t a b l e  c o n s t r a i n t 
t o  i n c l u d e i n  t h e  sea r c h  f o r  a ma x i mum f o r  L .  I f  a l ow e r  b o u n d  t h a n  1 f o r  ß i s
c o n temp l a t e d ,  two rema r k s  a r e  a p p ro p r i a t e .  A f3 < 1 w o u l d  v i o l a t e  t h e  i n i t i a l  
a s sump t i o n s  o n  t h e  i n c r ea s i n g  haza r d  a n d  t h e  v u l n e r a b i l i ty o f  t h e  s p e c i me n s . 
A dd i t i o n a l l y ,  some l i t e r a t u r e  i n d i c a t e s  t h a t  c e r t a i n  Max i mum L i k e l i h o o d  c o m p u t e r  
a l g o r i thms may show p o o r  c o n v e r g e n c e  f o r  � < 1 .  

3 . 3  T r eatment o f  U n l i k e ly L ow O b s e r v a t i o n s :  I f  t h e r e  a r e  p h y s i ca l  r ea s o n s  f o r  a 
p o s s i b l e  " a lways e n d u r a b l e  l oa d i n g " ,  wh i c h m u st b e  exceeded b e f o r e  s i gn i f i ca n t  
dama g e s  can b e  c a u s ed 3 ,  t h i  s c o r r e s p o n d s  t o  a l o w e r  b o u n d  f o r  y e q u a l  t o  t h a t  " e n 
d u ra b l e  l oa d i  n g " . T e c h n i  c a l  l y  t h i  s c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r em o v a l  o f  a f e w  o f  t h e  
l ow e s t  n o n - s i gn i f i c a n t  d a m a g e s  f r o m  t h e  i n p u t  d a t a . S u ch a remo v a l  m u s t  b e  ba s e d
o n  a t h o r o u gh u n d e r s t a n d i n g o f  t h e  phys i c s o f  t h e  e v e n t . 

A m a thema t i c a l  i n d i ca t i o n  f o r  the remo v a l  o f  s o m e  o f  t h e  l ow e s t  data p o i n t s  i s  a s
f o l l o w s .  A s sume t h a t  t h e  ma x i m i z i n g o f  L g i v e s  a j e q u a l _ t o  the l ow e s t  v i  v a l u e
C t h e  l ow e s t  r e c o r d e d  n o n - s i gn i f i ca n t  dama g e ) . T h en W C z ; K )  i s  e q u a l  t o  z e r o  a t
z = v l  = i ·  T h i s i s  e q u a l  t o  a 1 0 0  p e r  c e n t  p r o b a b i l i t y f o r  n o n - s i g n i n f i c a n t  dam
age at '\: h e  l o a d i n g  l ev e l  v l .  T he v a l u e  o f  t h e  l i k e l i ho o d  f u n c t i o n L i s  n o t  
affected by mu l t i p l i ca t i o n  by 1 ,  a n d  c o n s e qu e n t l y  t h i s l ow e s t  v l  v a l u e  may b e  
removed f r o m  t h e  i n p u t  d a t a  t o  the max i m i z i n g  p r o g r amme . A n e w  s e a r c h  i s  t h e n  i n i 
t i a t e d  a n d  may r e s u l t  i n  a b e t t e r  f i t  a n d  a h i g h e r  L .  S e v e r a l  l o w  v i  v a l u e s  may b e  
c o n s e c u t i v e l y  remo v e d  u n t i l  t h e  h i g h e s t  L v a l u e  i s  f o u n d .  A Max i mu m  L i k e l i ho o d  
comp u t e r  p r o gramme w i l l  n e e d  t h e  exp e r i m e n t e r ' s  d ec i s i o n s  how t o  t r ea t  t h e  i n p u t  
data i n  t h i s  a sp e c t . 

I t  m u s t , howev e r ,  a ga i n  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  a p o s s i b l e  a s s i g n m e n t  o f  z e r o  dama g e  
p r o ba b i l i ty t o  s o m e  d a t a  m u s t  b e  b a s ed o n  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  p h y s i c s .  T h e  
mathema t i c s w i l l  o n l y  s u g g e s t  h o w  t h e  data c o u l d  b e  m o d i f i e d  t o  g i v e a b e t t e r  f i t  

Examp l e :  V eh i c l e  r e t a r da t i o n  m u s t  e x c e e d  a c e r t a i n  magn i t u d e  b e f o r e  a 
r e s t r a i ned o c c u p a n t  h i t s t h e  dashboa r d .  
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t o  a c h o s e n  d i s t r i b u t i o n m o de l !  T h e  s i t u a t i o n h a s  p h i l o so ph i ca l  a sp ec t s ,  see f o r  
i n s t a n c e  c ha p t e r  1 7 ,  " R e j e c t i o n o f  o u t l y i n g o b s e r va t i o n s "  i n  r e f e r e n c e  < 1 0 > . 

3 . 4  R e l i a b i l i ty o f  t h e  S o l u t i o n :  T h e  r i s k d i s t r i b u t i o n w h i c h  h a s  b e e n  d e t e rm i n e d  
f r om t h e  d a t a  i s  r e p r e s e n ta t i v e  o n l y  f o r  t h i s  p a r t i cu l a r  s a m p l e  o f  s p ec i me n s .  
P r o ba b i l i ty i n f e r e n c e s  a b o u t  o t h e r  p o s s i b l e  s a m p l e s  o r  i n d i v i du a l s  f r o m  the s a m e  
p o pu l a t i o n c a n  b e  m a d e  i f  c o n f i d e n c e  l i m i t s a r e  ca l cu l a t e d  f o r  t h e  W e i bu l l  p a r am
e t e r s  a n d  d i s t r i b u t i o n .  The c o n f i d e n c e  l i m i t s a v a i l a b l e  f r o m  me d i a n r a n k  t a b l e s  
a r e  c o n s e r v a t i v e .  N a r r o w e r  l i m i t s a r e  a v a i l a b l e  b y  m o r e  a d v a n c e d  m e t ho d s ,  see f o r  
i n st a n c e  r e f e r e n c e s  < 2 >  a n d  < 1 1 > .  

4 .  Appl i ca t i ons 

W e  w i l l  i l l u s t ra t e  the u se o f  t h e  Max i mum L i k e l i h o o d  m e t h o d  a n d  the W e i bu l l  d i s
t r i b u t i o n f o r  t h r e e  d a t a  s e t s .  T h e  exam p l e s  g i v e  o p p o r t u n i ty f o r  s p e c i a l  c o mm e n t s  
t o  t h e  expe r i m e n t a l  a n d  a n a l y s i s  p r o c ed u r e s .  T h e  d a t a  s e t s  a r e  t a k en a s  e x e r c i s e 
exam p l e s  a n d  we h a v e  n o  I n t en t i o n s  h e r e  t o  go i n t o  b i o m e c ha n i ca l  det a i l s  o r  
j u dgem e n t s  o n  t h e  s am p l e d  s p e c i me n s  b eh i n d  t h e  d a t a . 

4 . 1  A c c i d e n t  Da t a : A set o f  i n j u r y  d a t a  f r o m  a t ra f f i c a c c i d e n t  d a t a  f i l e  h a s  b e e n  
s e l ec t e d  f o r  a n a l y s i s .  T h e  i n j u r i e s a r e  A I S  d a t a  f o r  t h e  l eg s  o f  7 2 5  d r i v e r s  who 
h a v e  b e e n  i n v o l v ed i n  s e v e r e  car a c c i d en t s .  The a c c i d e n t s  were a l l  c l a s s i f i ed a s  
f r o n t a l c o l l i s i o n s ,  a n d  t h e  r e l ea s e d  e n e rgy i n  t h e  c o l l i s i o n s  i s  r e p r e s e n t e d  by a 
R e l a t i v a D e f o r m a t i o n I n dex C R D I ) f o r  t h e  c a r s .  T h i s type o f  d a t a  ha s m a n y  u n c e r 
t a i n t i e s i n  t h e  d e t e r m i n i st i c  r e l a t i o n b e t w e e n  t h e  l o a d i n g mea s u r e  a n d  t h e  i n j u 
r y , b u t  i t  i s  o f t e n  t h e  o n l y  d a t a  t h a t  a r e  a v a i l a b l e .  T h e  f i g u r e s  be l ow show t h e  
n u m b e r  o f  r e c o r de d  c a s e s  f o r  e a c h  A I S  a n d  R D I  c a t eg o r y . 

R D I  A I S = O  A I S = l  A I 5 = 2  A I 5 = 3  A I S = 0 - 3  

0 0 2 0 0 0 2 
0 5  4 0  4 0 0 4 4  
1 0  1 1 0 4 1 0 1 1 5  
1 5 1 4 0  2 0  2 0 1 6 2  
2 0  1 1 6 2 2  1 0 1 3 9  
2 5  7 3  1 9  3 1 9 6  
3 0  5 4  9 4 0 6 7  
3 5  2 9  5 5 5 4 4  
4 0  1 6  6 4 0 2 6  
4 5  4 1 2 1 8 
5 0  1 3 0 2 6 
5 5  2 1 2 1 6 
6 0  0 ö 0 1 1 
6 5  0 0 2 1 3 
7 0  0 1 0 0 1 
7 5  0 0 0 0 0 
8 0  0 2 0 0 2 
8 5  0 0 1 0 1 
9 0  0 0 0 1 1 
9 5  0 1 0 0 1 

T h e  a n a l y s i s i s  p e r f o rm e d  f o r  t h r e e  g r o u p i n g s  o f  t h e  d a t a : A I 5 = 3  A I S = 2 , 3  A I S = l - 3 . 
T h e  r e su l t i n g r i s k d i s t r i b u t i o n s  a r e  shown i n  F i g u r e  3 o n  p a g e  7 .  

T h e  c u r v es show t h e  r i  s k  f o r  f o r  i n j u ry v s .  R D I  n u m b e r  f o r  t h e  d i f f e r e n t  A I S  
g r o u p i n g s .  O n e  c a n  s e e  how t h e  r i sk c u r v e  i s  d i s p l a ce d  r i ghtwa r d � a s  t h e  c r i t e r i 
o n  f o r  s i g n i f i c a n t  i n j u r y  i s  i n c r e a s e d . T h e  n um b e r  o f  o b s e r v a t 1 o n s  f o r  t h e  R D I  
i n t e r v a l s  O - 2 0  - 4 0  - 6 0  - 8 0  - 1 0 0  a r e  n o t e d  i n  t h e  b o x e s  b e l ow t h e  c u rv e s . T h e  
c u r v e s  show t h r e e  d i f f e r e n t  f e a t u r e s  a s  f o l l o w s .  I n  t h e  R D I  i n t e r v a l  0 - 6 0  t h e  
o b s e r va t i o n s  a r e  p l en t y  a n d  t h e  c r e d i b i l i t y c a n  b e  a s s u m e d  t o b e  h i gh .  I n  t h e
i n t e r v a l  6 0  - 1 0 0  t h e  o b s e r va t i o n s  a r e  m u c h  few e r  a n d  t h e  c u rv e s  m u s t  t h e n  be o f  a 
m o r e  a p p r o x i ma t e  n a t u r e . A b o v e  R D I  1 0 0  n o  o b se r v a t i o n s  ex i s t a n d  t h e  shape o f  t h e
c u r v e  d o e s  n o t  h a v e  m u c h  mea n i n g .  T h i s t y p e  o f  c r e d i b i l i ty f o r  d i f f e r e n t  segmen t s
o f  a r i s k c u r v e  s h o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  i l l u s t r a t e  by some k i n d o f  c o n f i d e n c e  ba n d . 
A s u i t a b l e  way t o  c a l c u l a t e  s u c h  a b a n d  rema i n s t o be d e v e l o p e d . 
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F i g u r e  3 .  R i s k d i s t r i b u t i o n s  f o r  l eg i n j u r i e s  

4 . 2  H I C  D a t a : T h e  d o c u m e n t  tha t i n i t i a t e d  o u r  w o r k  w a s  t h e  W G 6  " U . S .  P o s i t i o n 
P a p e r "  < 1 3 > . I t  i n c l u ded an a n a l y s i  s o f  5 4  c a d a v e r  h e a d  i mp a c t  d a t a  f r o m  t h r e e  
r e s e a r c h  l a b o r a t o r i e s .  T h e  p a p e r  a n a l y z e d  c ra n i a l f r a c t u r e s  v s .  H I C  n u m b e r s  f o r  
t h e  h e a d s  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  M e r t z - W e b e r  m e t h o d  < 9 > . T ha t  m e t h o d  a s sume s a N o r 
m a l  d i st r i bu t i o n  t o  b e  a pp l i c a b l e  a n d  s u c h  a d i s t r i bu t i o n i s  f i t t e d  b e t w e e n  t h e  
e n d  p o i n t s  o f  a n  " o v e r l a p  r a n ge " ,  i . e . f r o m  t h e  l ow e s t  damage p o i n t t o  t h e  h i g h e s t  
n o n -damage po i n t .  T h e  r i s k v a l u e s  f o r  t h e  � n d  p o i n t s  o f  t h e  r a n g e  a r e  t a k e n  f r o m  a 
m ed i a n r a n k  t a b l e  f o r  4 3  o b s e r v a t i o n s  C t h e  n u m b e r  o f  d a t a  i n  t h e  o v e r l a p  r a n g e ) .  
T hat d i s t r i bu t i o n  i s  p l o t t e d  w i t h  a s o l i d  l i n e i n  F i g u r e  4 o n  p a g e  8 .  O n e  c a n  see 
how t h a t  f i t  shows a r i sk f o r  f r a c t u r e  e x c e ed i n g  9 5  per cent at the t w o  n o n - f r a c 
t u r e s  reco rded a t  2 1 3 8  a n d  2 3 5 1  H I C  un i t s .  

We h a v e  f i t t e d  two W e i b u l l  d i s t r i bu t i o n s  t o  t h e s e  d a t a , a l so p l o t t e d  i n  F i g u r e  4 .  
T h e  f i t d e n o t e d  " A "  emp l o y s  a l l  the r e c o r d e d  d a t a  f r o m  t h e  l ow e s t  1 7 5  t o  t h e  h i gh
est 3 4 0 0  H I C  u n i t s g i v i n g the r i s k s  0 and 8 8  p e r  c e n t , r e s p e c t i v e l y .  T h e  Max i mum 
L i k e l i ho o d  f i t s h o w s  a c on t i n o u s  i n c r e a se i n  r i s k v s .  H I C  n um b e r  i n  c o n t r a s t  t o  
t h e  s u g g e s t ed N o rm a l d i s t r i b u t i o n ,  wh i c h h a s  a m o re " s u d d e n "  t r a n s i t i o n f r o m  zero 
t o  o n e  hundred p e r  cent i n  t h e  r a n g e  from 1 0 0 0  t o  2 0 0 0  H I C  u n i t s .  

T h e  med i a n  a t  5 0  p e r  c e n t  r i s k c o r r e s p o n d s  t o  1 4 0 0  a n d  1 4 7 0  H I C  u n i t s f o r  t h e  N o r 
ma l a n d  t h e  W e i bu l l  d i s t r i bu t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  o r d e r  t o  e s ta b l i sh t h e  me d i 
a n ,  a n  e x p e r i m e n t e r  u s u a l l y t r i e s t o  s e l e c t  h i s exp e r i m e n t a l  c o n d i t i o n s  so t h a t  
e v e r y  s e c o n d  s p e c i men r e c e i v e s  s i gn i f i ca n t  dama g e s .  I n  a wa y ,  t h i s i s  s i m i l a r  t o  
D i x o n ' s  U p - a n d - Down S t a i r c a s e  d e s i gn ,  s e e  c h a p t e r  1 0  i n  r e f e r e n c e < l O > .  

Du r i n g r e s e a r c h  w o r k  t o wa rcis t h e  e s t b l i shment o f  P e r f o rma n c e  C r i t e r i a  L i m i t s < l > ,  
t h e  g o a l  o f  a n  i n v e st i ga t i o n m i ght be t o  d e t e rm i n e a l o a d i n g l e v e l  t h a t  ha s a r i s k 
o f ,  say , 25 p e r  c e n t  t o  g i v e  s i g n i f i ca n t  dama g e s .  T h e  e x pe r i m e n t e r  s h o u l d  t h en 
st r i v e at a y i e l d  o f  25 p e r  c e n t  s i g n i f i ca n t  d a m a g e s  a m o n g  h i s t e s t  s p e c i m en s .  H e
ha s t h e n  n o  i n t e r e s t i n  t h e  r i gh t  t a i l  o f  t h e  r i s k d i st r i b u t i o n .

We h a v e  made a s i mu l a t i o n  o f  s u c h  a n  i n v e st i ga t i o n by rem o v i n g  a l l  o b s e r v a t i o n s  
w i t h  H I C  > =  1 5 0 0  f r o m  t h e  c r a n i a l  f r a c t u r e  d a t a . T h i s l ef t  u s  4 2  o b s e r va t i o n s  t o  
a n a l y ze , a n d  c u r v e  " B "  i n  F i g u r e  4 wa s t h e  r e su l t . A b o v e  1 5 0 0  H I C  u n i t s t h e r e  i s
a marked d i  f f e r e n c e  b e t w e en c u r v e s  " A "  a n d  " B " ,  w h i  e h  o f  c o u r s e  i s ciue t o  t h e  l a c k  
o f  d a t a  f o r  " B "  i n  t h i s r a n g e .  H o w ev e r ,  b e l ow 1 5 0 0  t h e  c u r v e s  f o l l o w e a c h  o t h e r
w i t h i n  p l u s  m i n u s  1 . 5  p e r  c e n t . T h i s  i n d i ca t e s  t h a t  t h e  t w e l v e  sp e c i m e n s  a b o v e
1 5 0 0  H I C  c o u l d  h a v e  been s p a r e d  - o r  e x p o s e d  t o  l ow e r  l o a d i n g s  - i f  l o a d i n g s  a b o v e
1 5 0 0  H I C  un i t s h a d  b e en b e l i e v e d  t o b e  u n n e c e s s a r y f o r  t h e  e s ta b l i s h m e n t  o f  t h e  2 5
p e r  c e n t  r i s k l ev e l . 
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T h u s  i t  seems p o s s i b l e  to u s e  t h e  Ma x i mum L i ke l i ho o d  m e t h o d  i n  t h e  a n a l y s i s o f  o n e  
t a i l  o f  a r i s k d i s t r i bu t i o n ,  a n d i n  t h e  p l a n n i n g o f  e x p e r i me n t a l  schem e s . 

A � c l o s e  t o  1 i n d i c a t e s  t h a t  t h i s p a r t i c u l a r  W e i bu l l  d i s t r i b u t i o n i s  c l o s e  t o  a n
e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  S u c h a d i st r i b u t i o n  i s  o f t e n  i n t e r p r et e d  t o  r e p r e s e n t  a 
r a n d o m  fa i l u r e  m e c h a n i sm w i t h  n o  r e l a t i o n b e t w e e n  a c c u m u l a t e d  l o a d i n g l e v e l a n d  
r i sk f o r  fa i l u r e 4 • W o u l d  t h i s i n d i c a t e  t h a t  t h e  r e c o r d e d  H I C  l o a d i n g v a l u e s  f o r  
t h e s e  p a rt i cu l a r  c a d a v e r s  bea r l i t t l e  d e t e r m i n i st i c  r e l a t i o n t o  t h e  o c c u r e n c e  o f  
f r a c t u r e s ?  I f  s o ,  s o m e t h i n g may b e  m i s s i n g  i n  t o day ' s  s u p p o s e d  H I C  v s .  i n j u ry 
d e t e rm i n i sm .  A n o t h e r  p o s s i b l e  r e a s o n  f o r  t h e  l ow � m i ght , how e v e r ,  b e  t h e  e x p e r 
i m e n t a l  schem e  i t se l f .  P e r h a p s  amp l e  o b s e r v a t i o n s  a t  t h e  l ow e n d  a n d  f e w  a t  t h e  
h i gh e n d  o f  a l o a d i n g  r a n g e  w i l l  t e n d  t o  g i v e  l ow � v a l u e s ?  A t h i r d  p o s s i b i l i ty i s
t h a t  t h e  We i b u l l  d i s t r i bu t i o n  i s  n o t  f l ex i b l e  e n o u g h  a n d  t h a t  a l t e r n a t e  d i s t r i b
u t i o n m o d e l s shou l d  be s o u ght . M o r e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s e t s  n e e d  t o  be a n a l y z e d
b e f o r e  a p o s s i b l e  u s e  o f  � a s  a d i a g n o st i c  p a r a m e t e r  c a n  b e  e m p l oyed i n  b i o m e c ha n 
i e s .  

4 . 3  A i r b ag D a t a : A t h i r d examp l e  i s  t a ken f r o m  r e f e r e n c e  < 9 > ,  w h e r e  M e r t z  a n d  Web
er i n t r o d u c e d  t h e  a b o v e  " o v e r l a p  r a n g e "  f i t t i n g o f  a H o r m a l  d i st r i bu t i o n .  I n  a 
r e s e a r c h  p r o g r amme a n u m b e r  o f  p i g s ,  b a b o o n s  a n d  a n t h r o p o m o r p h i c  dumm i e s w e r e  
expo sed t o  d e p l o y i n g a i r b a g s .  T h e  c h o s e n  exam p l e i s  a t e s t  se r i e s w h e r e  t h e  l o a d 
i n g w a s  m e a s u r e d  a s  max i mum r a t e  o f  e h e s t  c o m p r e s s i o n ,  i n  km/ h .  T h e  r e s p o n s e w a s  
c l a s s i f i e d i n  a s i x - i n t e r v a l  T h r e a t - t o - L i fe s c a l e ,  b a s e d  u p o n  c l i n i ca l  exam i na 
t i o n o f  t h e  dama g e s .  

4 C . f .  t h e  c h a n c e  f o r  y o u r  t e l ep h o n e  t o  r i n g n e x t  m i n u t e .  l t  i s  gen e ra l l y i n d e 
p e n d e n t  o f  how l o n g  t i me y o u  h a v e  b e e n  w i t h i n  h ea r i n g  r a n g e . S e e  a l so t h e
A p p e n d i x  f o r  s o m e  p o s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  ß .  
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The a u t h o r s  f i t t e d  a N o rma l d i s t r i b u t i o n t o  t he i r data a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v ! 
o u s  s e c t  i o n . T h e i  r r e s u l  t i s p l o t t e d  a s  a s o l i d  1 i n e  i n  F i  g u r e  5 o n  p a g e  9 .  T h e 1  r 
d i st r i b u t i o n  a s s i g n s  a r i s k l ev e l  o f  9 5  p e r  c e n t  a t  3 5  km/ h ,  i n  s p i t e o f  t h e i r two 
low data p o i n t s  at t h i s v e l o c i ty .  
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The W e i bu l l  p a r a m e t e r s  f o r  t h e s e  data h a v e  b e e n  d e t e rm i n e d  t o :  ö: =  3 3 . 8  km/ h ,  ß = 
2 . 2 8 ,  i = 0 . 0  km/ h .  T h e  r e s u l t a n t  W e i bu l l  cumu l a t i v e f u n c t i o n i s  p l o t t e d  w i t h 
l o n g  d a s h e s  i n  F i g u r e  5 .

O n e  m i ght be w i l l i n g t o  a s s i gn z e r o  damage p r o ba b i l i t y t o  s o m e  o f  t h e  l o w e s t  da t a , 
f o r  s o m e  p o s s i b l e  p hy s i c a l  o r  med i ca l  r e a s o n s 5 • T h e  ma x i m i z i n g p r o c e cl u r e  then 
suggest s t h e  f o l l ow i n g  W e i b u l l  p a r a me t e r s :  & = 2 9 . 3  km/ h ,  a = 1 . 4 6 ,  f = 5 . 9 9  km/ h .  
That i s , t h e  h i g h e s t  l i k e l i h o o d  v a l u e  L i s  a v a i l a b l e  when f i v e o f  t h e  l ow e s t  v a l 
u e s  a r e  d i scA r de d . T h i s d i s t r i bu t i o n  i s  m o r e  s k ewed t o  t h e  r i g h t  a n d  i s  p l o t t e d  
w i t h s h o r t  d a s h e s  i n  F i g u r e  5 .  A n u m e r i ca l  compa r i s o n  between t h e  two W e i bu l l  
d i st r i b u t i o n s  g i v e s  a d i f f e r e n c e  o f  l e s s  t h a n  3 p e r  c e n t  b e t w e en t hem o v e r  t h e  
r a n g e  o f  o b se r v a t i o n s .  B o t h  We i bu l l  d i st r i b u t i o n s  g i v e h i g h e r  r i sk t h a n  t h e  N o r 
m a l  d i st r i bu t i o n u p  t o  2 0  km/ h .  A b o v e  t h i s  v e l o c i t y  t h e  N o rma l s  a r e  h i ghe r ,  a n d  
t h e  W e i bu l l  r i s k s  i n c r e a s e  a t  a s l o w e r  p a c e . 

Du r i n g t h e  f i na l  p r e pa ra t i o n o f  t h i s p a p e r  we became awa r e  o f  s o m e  i n v e s t i g a t o r s  
< 3 >  < 7 >  < 8 >  who h a d  p r o p o sed t h e  " P r o b i t  M e t h o d "  f o r  b i omechan i ca l  a n a l y s e s ,  s e e  
cha p t e r  1 0  i n  r e f e r e n c e  < 1  O > .  T h a t  m e t h o d  d o e s  t a k e  a c c o u n t  t o  c e n s o r e d  data . 
Howe v e r , t h e  d a t a  a r e  c o l l ec t e d  i n t o  g r o u p s ,  t h e r eby l o o s i n g  s o m e  p r ec i s i o n .  
T h e r e  m u s t  a l s o b e  a s t a t i s t i ca l l y  s u f f i c i en t  n u m b e r  o f  d a t a  a n d  g r o u p s . A l so ,  

5 A t  l ea st o n e  p o s s i b l e  expe r i m e n t a l a r t e f a c t  m i ght b e  a T L - 2  dama g e  a t  0 km/ h .  
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t h e  symmet r i c  N o rma l d i s t r i bu t i o n i s  o f t e n  a s surned w i t h o u t  p o s s i b i l i t i e s t o  
s e a r c h  f o r  a shape p a r a rn et e r .  L ow n e  < 8 >  ha s a n a l yz e d  t h e  d a t a  i n  < 9 >  a n d  f o r  t h e
s e r i e s h e r e  h e  ha s f o u n d  t h e  d i st r i b u t i o n  p l o t t e d  w i t h d o t s  i n  F i gu r e  5 . l t  c o m e s
c l o s e r  t o  o u r  W e i b u l l  d i s t r i bu t i o n s  u p  t o  2 5  km/ h .  T he n , d u e  t o  i t s i n h e r e n t  syrn
m e t r y  i t  ha s to i n c r e a s e  rn o r e  r a p i d l y  t o w a r d s  the h u n d r e d  p e r  c e n t  l e v e l . 

T h e  L i k e l i h o o d  h a s  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n m o d e l s .

F i t t i n g m e t h o d  D i st r i b u t i o n 

Max L i k e l i h o o d  
M a x  L i k e l i h o o d  
P r o b i t  
O v e r l a p  R a n g e  

W e i b u l l y=5 . 9 9 
W e i bu l l  i = o  
N o rma l 
N o r m a l  

l n  ( L )

- 1 2 . 1 4 
- 1 2 . 2 2 
- 1 2 . 3 4 
- 1 4 . 4 2 

e 
ln(L)/(m•n) 

0 . 6 7 6  
0 . 6 7 4
0 . 6 7 2  
0 . 6 2 8  

F o r  t h e  two l a t t e r  d i s t r i b u t i o n s  t h e  v a l u e s  f o r  l n ( L )  h a v e  been ca l cu l a t e d  f r o m  
t h e  N o rma l d i s t r i b u t i o n s  p l o t t e d  i n  < 8 >  a n d  < 9 > .  O n e  c a n  see t h a t  o u r  m e t ho d ,  
wh i ch ha s t a k e n  max i mum a c c o u n t  o f  t h e  r e c o r d e d  n u me r i ca l  i n f o rma t i o n g i v e s  t h e  
h i g h e s t  l i k e l i ho o d .  T h e r e f o r e  w e  b e l i e v e  t h e  W e i bu l l  m o d e l  t o b e  a g o o d  r e p r e sen
tat i o n  of t h e  t e s t  s e r i e s .  

T h e  r i g h t m o s t  c o l umn i n  t h e  t a b l e  shows a q ua n t i ty t h a t  i n t u i t i v e l y  can b e  u s ed t o  
j u dge how w e l l t h e  m o d e l  i n t e r p r e t e s  t h e  da t a .  l t  w i l l  a p p r o a c h  u n i ty f o r  a p e r 
f e c t  f i t .  l t  rema i n s  t o  a n a l y z e  w h e t h e r  t h e  q u a n t i ty c a n  b e  dev e l o p ed i n t o  a u s e 
f u l  i n d i ca t o r  f o r  t h e  q ua l i ty o f  m o d e l s  a n d  d a t a  se t s .  

) .  Summa ry and conc l u s i ons 

� e  h a v e  shown how t h e  Max i mum L i k e l i ho o d  method can be u s ed for t h e  f i t t i n g o f  a 
� e i bu l l  c u mu l a t i v e r i sk f u n c t i o n t o  c e n s o r e d  b i omechan i ca l  da t a .  We h a v e  f o u n d  
t h a t  t h e  m e t h o d  i s  e a s y  t o  h a n d l e  w i t h  t h e  a i d  o f  a va i l a b l e  c o m p u t e r  p r o g r amm e s .  
� e  b e l i e v e  t ha t  t h e  t h r e e  p a ra m e t e r  We i bu l l  d i st r i bu t i o n p r o v i d e s  a r e s u l t  t h a t  
g i v e s  a b e t t e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  c e n s o r e d  d a t a  t h a n  e a r l i e r m e t h o d s  u s e d  i n  b i om
echa n i c s .  S e v e r a l  o f  a s e l e c t i o n  of data s e t s  h a v e  shown a m a r k e d  r i g h t  s k ewn e s s ,  
� h i c h  s p ea k s  a ga i n s t  t h e  u s u a l  a p p l i ca t i o n o f  t h e  N o rma l d i s t r i b u t i o n .  

Rea s o n s  f o r  u n e x p e c t e d  behav i o u r  o f  data may b e  a phy s i c a l  mechan i sm ,  t h e  
s e l ec t i o n o f  t e s t  s u b j e c t s ,  t h e  ex p e r i me n t a l  schem e ,  o r  t h e  a n a l y s i s  m o d e l . W e  
h a v e  t h e r e f o r e  f o rm u l a t ed s o m e  t e n t a t i v e q u e s t i o n s  a n d  c o m m e n t s  c o n c e r n i n g t h e  
behav i o u r  a n d  mean i n g o f  b i o m e c ha n i c a l  data . T h e  q u e s t i o n s  s h o u l d  be p o s s i b l e  t o  
a n a l y z e  when t h e  m e t h o d  i s  dev e l o p e d  m o r e  a n d  appl i ed t o  m o r e  b i mechan i ca l  d a t a  
se t s .  We e n c o u ra g e  o t h e r  i n t e r e s t e d  r e s ea r c h e r s  t o  a n a l y z e  t he i r data w i t h  t h i s 
m e t h o d  a n d  s e e  wh i c h c o n c l u s i o n s  t h a t  a r e  p o s s i b l e  t o  d r a w . T h e  s u c c e s sf u l a p p l i 
c a t i o n o f  s ta t i s t i ca l  m o d e l s w i l l  come when t h e r e  i s  a c l o se c o o p e ra t i o n  between 
t h e  ex p e r i m e n ta l i s t and t h e  sta t i s t i c i a n .  T h i s w o u l d  b e n ef i t i n j u r y  r e s e a r c h  a s  
w e l l  a s  t h e  dev e l o pm e n t  o f  p r o p e r  p r o t e c t i o n mea s u r e s .  

6 .  Appe nd i x  on the We i bu l l  D i s t r i but i on 

T h e  W e i bu l l  cumu l a t i v e f r e q u e n c y  d i s t r i bu t i o n w i t h o n e  v a r i a b l e  a n d  t h r e e  p a r a m e 
t e r s  i s  de f i n e d  a s :  

-c=.::tl W C z ; K ) = W ( z ; ex, p , � ) = 1 - e « 

w h e r e  

z i s  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  de f i n e d  f r o m  y t o  i n f i n i ty 
q i s  t h e  s ca l e  p a rame t e r ,  a l w a y s  g r e a t e r  t ha n  z e r o  � i s  t h e  s h a p e  p a r a m e t e r ,  a l w a y s  g re a t e r  t h a n  z e r o  
� i s  t h e  l o ca t i o n p a r a m e t e r  

T h e  t h r e e  p a r a me t e r s  p e rm i t  a w i de f l e x i b i l i ty w h e n  m o d e l i n g d i st r i bu t i o n s  f o r  
v a r i  o u s  PlJ r p o s e s  a s  shown i n  F i  g u r e  6 o n  p a g e  1 1 . 
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F i g u r e  6 .  V a r i o u s  f o r m s  o f  t h e  W e i bu l l  d i s t r i bu t i o n 

T h e  W e i bu l l  d i s t r i b u t i o n  h a s  f o u n d  w i d e u se i n  r e l i a b i l i ty e n g i n e e r i n g < 6 > , w h e r e  
fa i l u r e s  o r  o t h e r  s i gn i f i ca n t  e v e n t s  o c c u r r i n g i n  t e c h n i ca l  s y s t e m s  a n d  c o m p o 
n e n t s  a r e  s t u d i e d .  T h e  v a r i a b l e  z t h e n  d e n o t e s  a s u i t a b l e  a c c umu l a t i n g l o a d  va r i 
a b l e  l i k e :  a g e ,  d i s t a n c e  t ra v e l e d ,  n u m b e r  o f  o p e ra t i n g cyc l e s ,  t i m e t o  n e x t  ca l l  
i n  a t e l e p ho n e  s w i t c h b o a r d ,  t i m e  t o  p e rf o rm e  a ma i n t e n a n c e  t a s k , e t c .  

T h e  p a r a m e t e r  ß i s  o f  s p e c i a l  i n t e re s t , b e c a u s e  i t  ha s b e e n  p o s s i b l e  t o  a s s o c i a t e
i t  w i t h d i f f e r e n t  t y p e s  o f  p hy s i c a l  fa i l u r e  m e c ha n i sm s . I n  r e l i a b i l i ty e n g i n e e r 
i n g t h e  fo l l o w i n g  a g e  r e l a t ed fa i l u r e  t y p e s  ha v e  b e e n  i d e n t i f i e d :  

� < 1 

� = 1 

� > 1 

� 1 - 3
,., 3 - 4  

� > 4 

D e c r ea s i n g  h a za r d  i n t e n s i t y ,  i n h e r e n t  phys i ca l  d e f i c i e n c y  a n d  wea k n e s s  
l ea d i n g  t o  h i g h e s t  r i sk i n  e a r l y  l i fe ,  s o m e t i me s  ca l l e d  " i n f a n t  m o r t a l 
i t y " . 
C o n st a n t  h a z a r d  i n t en s i ty ,  e x p o n en t i a l l y r a n d o m  fa i l u r e s .  N o  r e l a t i o n
b e t w e e n  r i s k a n d  a c c um u l a t e d l i fe .  O f t e n  s e v e r a l  i n d e p e n d e n t  fa i l u r e  m e c h 
a n  i sms . 
I n c r ea s i n g  haza r d  i n t e n s i t y ,  w e a r o u t  f a i l u r e s  a t  h i g h e r  l oa d s . P r ev e n t i v e 
m e a s u r e s  ( i n sp ec t i o n  a n d  ma i n t e n a n c e )  c a n  be s c h e d u l e d  b e f o r e  h i g h  l o a d
( a g e )  f a i l u r e s  o c c u r .
D i s t r i bu t i o n  s k e w e d  r i g h t . 
O n e  dom i n a n t  w ea r o u t  m e c ha n i sm c e n t e r s  a n  a p p ro x i ma t e l y  symme t r i c  ( N o r
m a l ) d i s t r i b u t i o n o n  a v e ra g e  fa i l u r e  a g e . 
D i s t r i bu t i o n s k e w e d  l ef t .
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